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Capitulo 1: Introducao

PROBLEMAS

Em cada um dos Problemas 1 a 4, desenhe um campo de diregoes para a equacao diferencial dada. Baseado
no campo de direcoes, determine o comportamento de y quando t — co. Se este comportamento depende o
valor inicial de y e t = 0, descreva essa dependéncia.

1.y =3—-2y

Solugao:
Solugao de equilibrio:

3
Y)=0=3-2"=0=y" =7

3
Como indica o campo de dire¢oes abaixo, y — y* = 5 quando ¢t — +o00, independente do valor inicial

quando t = 0.
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2.y =2y—3

Solugao:
Solugao de Equilibrio:

3
d@ﬂ=0$2f—3=0iyﬁ=§

Nesse caso, y afasta-se da solucao de equilibrio, independentemente do valor inicial de y quando t = 0.

3
Como indica o campo de dire¢oes abaixo, y — —oo para y(t =0) < = e y — +oo para y(t =0) > —.
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3
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|
3.y =-1-2y
Solugao:
Solucao de Equilibrio:
/ * * * 1
Y)=0=-1-2"=0=y" =—3
- S . - . 1
Como indica o campo de diregoes abaixo, todas as solucoes tendem ao valor de equilibrio y* = —5 quando

t — o0, independentemente do valor inicial quando ¢ = 0.
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4. vy =1+ 2y

Solugao:
Solugao de Equilibrio:

1
y’(y*):O:>1—|—2y*:O:>y*:—§

Nesse caso, y afasta-se da solucao de equilibrio, independentemente do valor inicial de y quando t = 0.

1
Como indica o campo de dire¢oes abaixo, y — —oo para y(t = 0) < —5 ey — +oo para y(t =0) > et

Em cada um dos Problemas 5 e 6, escreva uma equagao diferencial da forma dy/dt = ay + b cujas solugoes
tém o comportamento pedido quando t — oc.
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5. Todas as solugoes se aproximam de y = 2/3.

Solugao:
Consideremos eqagoes diferenciais na forma y’ = ay + b. A solucdo de equilibrio (y*) é dada por:
dy , . b
= =0=ay*+b=0=y"=—
W) ay” + y o
Por outro lado, para determinarmos se as soluc¢bes aproximan-se ou afastam-se de y* quando ¢t — oo,
dy’ dy’ - . N .
devemos observar o sinal de di em y*. Se di(y*) < 0, as solugoes tendem & solugao de equilibrio depois
Y Y
dy’ -
de um longo tempo. Caso, d—y(y*) > 0, as solugoes afastam-se. Portanto, para resolver o problema em
Y
questao, temos as seguintes condigoes:
g =2 b_2 [, 2
dy’ a =<da 3 = 3
—(y*)=a<0 a<0 a<0
dy
Fazendo a = —3 e b = 2, obtemos uma equagao possivel satisfazendo as condigGes acima:
Yy =2-3y
O campo de diregoes pe mostrado abaixo:
2
1 [ -
2
= 3
0 - |
71 | | | |
0 1 2 3 4 5
t
|
6. Todas as solugoes se afastam de y = 2.
Solugao:
Nesse caso, devemos ter:
. b
yr=—o =2 b_ b= —2a
dy/ =1 a =
—(y*)=a>0 a>0 a>0

dy
Uma equagao possivel satisfazendo as condigoes acima é
y'=-2+y

O campo de diregoes pe mostrado abaixo:
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Em cada um dos Problemas 7 a 19, desenhe um campo de direcoes para a equagao diferencial dada. Baseado
no campo de diregoes, determine o comportamento de y quanto t — oo. Se esse comportamento depender do
valor inicial de y em ¢ = 0, descreva essa dependéncia. Note que, nesses problemas, as equagoes diferenciais
nao sao da forma y’ = ay+b, e o comportamento das solucoes é um pouco mais complicado que o das solucoes
das equagoes do texto.

7.y =yd-y)

Solugao:
Solugdes de equilibrio:

= * 0
) =0=y(d—y)=0=127 Y
() y(4—y) {4 y=0 {y A
6
4
S
2, |
0
| | | | |
0 1 2 3 4 5
t

A solugao y* = 0 é instavel, no sentido que para condigoes iniciais proximas, as solugdes para afastam-se
dela com o passar do tempo. Por outro lado, a solucao y* = 4 é estavel, ou seja, solucoes pfoximas de y*
tendem para ela apds algum tempo. Observando o campo de dire¢des acima, concluimos que:
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Para y(t = 0) < 0, as as solugoes tendem a —oo;

Para 0 < y(t = 0) < 4, as solugoes afastam-se de y = 0 e crescem, aproximando-se de y = 4;

Para y(t = 0)40, as solugdes decrescem, aprosimando-se de y = 4.

8.y =—y(5-y)

Solugao:
Solugdes de equilibrio:

* y=0 y* =0
Y(y)=0=-yb-y)=0= = B
5—y=0

A solugao de equilibrio y* = 0 é estdvel enquanto y* = 5 é instdvel. Observando o campo de diregdes
acima, concluimos que:

e Para y(t =0) < 0, as as solugoes crescem, aproximando-se de y* = 0;

e Para 0 < y(t = 0) < 5, as solugbes afastam-se de y = 5 e diminuem, aproximando-se de y* = 0;

e Para y(t = 0) > 5, as solugoes crescem indefinidamente.
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9. ¥y =y

Solugao:
Solugoes de equilibrio:

Yy )=0=y"=0=y"=0

Para y(t = 0) < y* = 0, as solugbes crescem aprosimando-se desta solucdo de equilibrio. Por outro lado,
para y(t = 0) > y* = 0, as solugbes afastam-se da solucdo de equilibrio, crescendo indefinidamente. u

10. v = y(y — 2)?

Solugao:
Solugoes de equilibrio:
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Observando o campo de diregoes acima, concluimos que:

e Para y(t =0) < 0, as as solugdes decrescem indefinidamente, afastando-se de y* = 0;
e Para 0 < y(t = 0) < 2, as solugbes afastam-se de y = 0 e crescem, aproximando-se de y* = 2;

e Para y(t = 0) > 2, as solugoes crescem indefinidamente.

Considere a lista a seguir de equagoes diferenciaisi, algumas das quais produziram os campos de direcao
ilustrados nas Figuras 1.1.5 a 1.1.0. Em cada um dos Problemas 11 a 16, identifique a equagao diderencial
que corresponde ao campo de direcoes dados.

a.y =2y—1
b. y=2+y
c.y=y—2
d. v =yly+3)
e. ¥y =y(y—3)
f.y =1+2y
gy =-2-y
h. y' =y -y)
iy =1-2y
jby=2-y

11. O Campo de diregoes na Figura 1.1.5.

FIGURA 1.1.5 Problema 11.
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Solugao:

A figura mostra um campo de dire¢does com apenas uma solugio estaciondria em y* = 2. Observemos que
é uma solucao estavel, visto que as demais solugoes tendem a ela com o passar do tempo.

Lembremos que no grafico y x t, a inclinacao da linhas de campo indicam o sinal da primeira derivada 1’.
Com isso em mente, observemos que para y > y*, as linhas de campo tém inclinacdo negativa e que para
y < y*, as linhas de campo tém inclinacao positiva. Assim, ¢y’ < 0 para y > y* ey’ > 0 para y < y*. Esse
padrao de comportamento é encontrado em:




Solucionério de Equagoes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno (Boyce, W.;
DiPrima, R. C.)

12. O campo de diregbes na Figura 1.1.6.

FIGURA 1.1.6 Problema 12.
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Solugao:
Nesse caso, temos uma solucdo estacionéria instavel em y* = 2. A partir da anélise da inclinagdo das
linhas de campo, que ¢’ > 0 para y > y* e que 3’ < 0 para y < y*. Esse comportamento é encontrado em:

c.y =y—2

13. O campo de diregoes na Figura 1.1.7.

FIGURA 1.1.7 Problema 13.
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Solugao:
Nesse caso, temos uma solucao estaciondria estavel em y* = —2. A partir da analise da inclinacao das
linhas de campo, que ¢y’ < 0 para y > y* e que ¢y’ > 0 para y < y*. Esse comportamento é encontrado em:

14. O campo de diregbes na Figura 1.1.8.
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FIGURA 1.1.8 Problema 14.
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linhas de campo, que ¢’ > 0 para y > y* e que y' < 0 para y < y*. Esse comportamento é encontrado em:

Nesse caso, temos uma solucao estacionaria instavel em y*

Solucao
15. O campo de diregbes na Figura 1.1.9.

y<y*;y >0 paray* <y <y*™ ey <0 paray > y**. Esse comportamento ocorre em

O Campo de direcoes da figura indica a existéncia de duas solugbes est

em y* = 0 e uma solucao estavel em y**

Solugao

Solugao
16. O campo de dire¢bes na Figura 1.1.10.
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17.

FIGURA 1.1.10 Problema 16.
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Solugao:

O Campo de diregoes da figura indica a existéncia de duas solugoes estdacionarias: uma solugao estéavel em
y* = 0 e uma solugao instdvel em y** = 3. Da andlise do sinal das linhas de campo, temos y’ > 0 para
y <y y <0paray* <y <y ™ ey >0 paray > y**. Esse comportamento ocorre em

ey =yly—3)

Solugao:

Uma lagoa contém, inicialmente, 1.000.000 de gales (aproximadamente 4.550.00 litros) de dgua e uma
quantidade desconhecida de um produto quimico indesejavel. A lagoa recebe dgua contento 0,01 grama
dessa substancia por galao a uma taxa de 300 galdes por hora. A mistura sai & mesma taxa, de modo que
a quantidade de dgua na lagoa permanece constante. Suponha que o produto quimico esta distribuido
uniformemente na lagoa.

a. Escreva uma equacao diferenciao para a quantidade de produto quimico la lagoa em um instante
qualquer.

Solugao:
Seja a(t) a quantidade de protuto quimico (em gramas) presente na lagoa no instante de tempo ¢
(em horas). A taxa de varia¢do da quantidade de produto é dada por

a
i taxa de entrada do produto — taxa de saida do produto

em que a taxa de entrada é iqual a
0,01 grama/galao x 300 galoes/hora = 3 grama/hora.

Para determinarmos a taxa de saida, observemos que no instante t, teremos a quantidade a de
produto uniformemente distribuida nos 1.000.000 galdes de dgua da lagoa, saindo a mesma taxa de
300 galdes por hora, ou seja, a taxa de saida sera:

a grama

—_— l6es/hora = 107* h
1.000.000 galdes x 300 galoes/hora = (3 x 10™*)a grama/hora

Portanto, a equacao diferencial que modela o problema é

d

d—j = taxa de entrada do produto — taxa de saida do produto
da

— =3-(3x107*

= (3 x )a

11
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b. Qual a quantidade de produto quimico que estara presente na lagoa apdésum periodo muito longo de
tempo? Essa quantidade limite depende da quantidade presente inicialmente?

Solugao:
Depois de um longo periodo de tempo, a quantidade de produto quimico na lagoa sera a*, tal que

%(a*) = 0, Entao,

da | —4y % * 4 o

E(a )=0=3-3x107")a"=0=a" = TX10-1 — 10% gramas de produto quimico
O resultado acima independe da quantidade inicial visto que a solugdo a* é estével, visto que da/dt <
0 para a > a* e da/dt > 0 para a < a*. m

c. Escreva uma equagao diferencial para a concentragdo do produto quimico na lagoa em qualquer
instante de tempo t. Sugestdo: a concentracio é ¢ = a/v = a(t)/105.

Solugao:

a de_ 1 da
106 dt 106 dt
dc 1

= = =15 [3—(3x107%)d]

= % = % [3—(3x107%)(10%)]
= & = (3 3000)

= % = %(10*2—@

= % =3x107%(107% —¢)

18. Uma gota de chiva esférica evapora a uma taxa proporcional a sua area de superficie. Escreva uma equacao
diferencial para o volume de uma gota de chuva em funcao do tempo.

Solugao:
Seja V =V (t) o volume da gota de dgua no instante de tempo ¢t. De a cordo com a situagao descrita, a

taxa de variacao do volume é dada por:

dv
bl 3
dt s

em que S = S(t) é a drea superficial da conta, k é uma constante positiva. O sinal negativo indica que a
gota de chuva perde volume com o tempo no processo de evaporacao. Vamos relacionar a area superficial
e o volume da gota. Seja r o raio da gota. Entao,

S=dm® $* = (4ZT2)3 - 647;27”6 LS et S0 9
V= §7T7”3 V2 = (37‘("[‘3) = 57‘[‘2’[“6 V2 Eﬂ2r6 V2 4
IR B {"/ngwg
4 4
Substituindo na equacao diferencial, obtemos:

Vo _ ]9 s Vo _ 2
0 k( 47TV :>dt— cVv

12
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/9
em que C' =k id é uma constante. m

19. A lei do resfriamento de Newton diz que a temperatura de um objeto varia a uma taxa proporcional a
diferenga entre a temperatura do objeto e a de seu meio ambiente (na maioria dos casos, a temperatura do
ar ambiente). Suponha que a temperatura ambiente é de 70 2F (cerca de 20 ¢ C) e que a taxa constante
¢ 0,05 (min)~!, Escreva uma equaca diferencial para a temperatura do objeto em qualquer instante de
tempo. Note que a equacao diferencial é a mesma independentemente se a temperatura do objeto esta
acima ou abaixo da temperatura ambiente.

Solugao:
Seja T = T'(t) a temperatura do objeto no instante de tempo t e T, a temperatura do meio mabiente.
Temos dois casos a considerar:
i. Se T > Ty, o objeto perde calor para o meio. Consequentemente, sua temperatura tende a diminuir,
ou seja, g < 0. A equagao diferencial assume a forma:
dr
— =—k(T-1T,),
= k(T - T,)
em que k é uma constante positiva.

ii. Se T < Ty, o objeto recebe calor do ambiente. Nesse caso, sua temperatura tende a aumentar, ou

seja, o > 0. A equagao diferencial sera:
dTr dTr
— =k(T,-T)=> — =—-k(T-T,),
praalilt )= ( )

em que k é uma constante positiva.

dTl
iii. Se T' = T,, o objeto estd em equilibrio térmico com o meio e nao ha trocas de calor (dt = 0).

Ainda nesse caso, vale a expressao:

dT
— = k(T - T,).
7 ( )

20. Determinado remédio estd sendo injetado na veia de um paciente hsopitalizado. O liquido, contento 5
mg/ cm® do remédio, entra na corrente sanguinea do paciente a uma taza de 100 cm®/h. O remédio é
absorvido pelos tecidos do corpo, ou deixa a corrente sanguinea de outro modo, a uma taxa proporcional
& quantidade presente, com um coeficiente de proporcionalidade igual a 0,4 /h.

a. Supondo que o remédio esteja sempre distribuido uniformemente na corrente sanguinea, escreva
uma equacao diferencial para a quantidade de remédio presente na corrente sanguinea em qualquer
instante de tempo.

Solugao:
Seja @ = Q(¢) a quantidade de medicamento presente na corrente sanguinea no instante de tempo ¢.

A taxa de variagao g é dada por:

d
d—? = Taxa de entrada — Taxa de saida

em que

13
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3, - L ..
e Taxa de entrada = ¢g - v, em que ¢y = 5 mg/cm” é a concentragao inicial de remédio injetado e
v =100 cm?/h é a vazao de entreda.

e Taxa de saida = kQ, em que k = 0,4 h é o coeficiente de proporcionalidade.

Portanto,
dQ dQ
— = —k — =5-100—-0,4
7 Cov Q= i 5-100 —0,4Q
dQ
— =500—-0,4
7 ,4Q
em que Q é dada em mg e ¢t em h. u

b. Quanto do remédio continua presente na corrente sanguinea apés muito tempo?

Solugao:

aQ

7 (Q*) =0 =500 —0,4Q* = 0= Q* = 1250 mg

21. Para objetos pequenos, caindo devagar, a hipotese sobre a resisténcia do ar ser proporcional a velocidade
é boa. Para objetos maiores, caindo mais rapidamente, uma hipétese mais precisa é a de que a resisténcia
do ar é proporcional ao quadrado da velicidade.

a. Escreva uma equagao diferencial para a velocidade de um objeto de massa m em queda, supondo que
a magnitue da forca de resisténcia do ar é proporcional ap quadrado da velocidade e que o sentido
dessa forca é oposto ao da velocidade.

Solugao:
Aplicando a segunda lei de Newton, com aceleragao igual a a =
d—:, temos:
dv 9 dv mg 9
_— = — :} pu—— _
—yv? T 7( y Y
Y m L A L
dt m ¥
mg
+ Y
|

b. Determine a velocidade limite apés um longo periodo de tempo.

Solugao:
Depois de um longo periodo de tempo

d
Lo L (2-")) o2 sy 1Y
dt m Y Y Y

14



Soluciondrio de Equagoes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno (Boyce, W.;
DiPrima, R. C.)

c. Se m = 10 kg, encontre o coeficiente de resisténcia do ar de modo que a velocidade limite seja 49
m/s.

Solugao:

s Mg _mg ~10-9,8 2
v fiiyf—ziyfwfﬁfvo,(ﬁllkg/m.

d. Usando os dados em (c), desenhe um campo de diregdes e compare-o com a Figura 1.1.3.

Solugao:

Campo de direcées para v/ = —;2;(v2 — 49?)
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Em cada um dos Problemas de 22 a 25, desenhe um campo de direcoes para a equagao diferencial dada.
Baseado no campo de diregoes, determine o comportamento de y quando ¢t — oco. Se esse comportamento
depender do valor inicial de y quanto ¢t = 0, descreva essa dependéncia. Note que a espressao a direita
do sinal de igualdade nessas equagoes depende de ¢, além de y; portanto, sulas olugoes podem exibir um
comportamento mais complicado do que as do texto.

22,y = —24+1t—y

Solugao:

15
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y==2+t-y
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23. ¥ =et+y

Solugao:

e~~~ 1
e~ % 1}
e~~~ X A
e~ X

S SAN

e t+y

y'=

V4 T T >
4 T T > >
/ T T >
7 A T > >
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e X I \ >
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l— — — — — ——————————— |
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T T T T T
< o~ =} o~ < © [e] =}
| I I | .|_.

24. y =3sint+ 14y

Solugao:

16
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Igo da Costa Andrade

PROBLEMAS

1. Resolva cada um dos problemas de valor inicial a seguir e desenhe os graficos das solugbes para diversos
valores de yg. Depois descreva, em pouvas palavras, as semelhancas e diferencas entre as solugoes.

a. dy/dt = —y+5, y(0) = o

Solugao:
dy t t
W _ _ d d v g !
y(0) = 3o at y=o wb=5 o w oo
-5
=Inly—5/-Inlyo —5|=—t=1In Y '—t
Yo—9
y—>5 —t —t
o5 ¢ y=5+(yo—5e
7iy
6,
5 —
4,,
g
S—w=3
Yo =
2,,
— =5
L —w=6
—yn =7
yo‘ | "
1 2 3 4
|
b. dy/dt = -2y + 5, y(0) = yo
Solugao:
dy t
dt 2y+5 :>y:—2<y—5>:> 115:_26“2> 315:_2/ dt
y(0) = yo dt 2 y—3 v Y~ 3 0
Yy t
=Inly— = = -2t
Yo 0
5
= In y—5‘—1n y0—5’:—2t:>1n i 25 = -2t
2 2 y0—§
5
Yy—3 —9t ( 5> —2t
= = e :}y——: ’y — = é
yo—% 2 0 2
9 5\ o
:>y—2+(yo 2>€
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Yy
61 — Yo =1/2
— Yo =3/2
5 — Yo =5/2
— Yo =7/2
4 — =92
3,
2,
1,
‘ t
1 2 3 4
2. dy/dt = —2y + 10, y(0) = yo
Solugao:
dy t
—_ = - d d Y od
a = T :>—y=—2(y—5):>—y:—2dt:>/ _y:_z/ dt
y(0) = yo dt y—> v Y9 0
Y t o
=Injy—5|| =-2t] =1In Y 5‘:—%
Yo 0 Yo — 5
=y =5+ (yo —5)e
7,y
6,
5
4,
31—y =3
—yo =4
2,,
— % =5
1+ —Y =6
—yof7 | y
1 2 3 4
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